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Resumo

O presente estudo objetivou analisar o nivel de conhecimento dos alunos
do primeiro ano do curso de Matematica da Escola Superior Pedagdgica
do Bié, no que diz respeito ao estudo de funcbes reais de variavel
real. Portanto, procedeu-se a pesquisa bibliografica para analisar o
nivel de conhecimento basico sobre funcdées reais, bem como, as
habilidades e dificuldades de resolucdao dos problemas propostos. Desta
pesquisa, foram extraidos resumos e referéncias de alguns autores
indicados na bibliografia. O autor deste projeto encontrou na sua
pratica profissional uma grande debilidade por parte dos alunos da
escola em referéncia quanto ao estudo de funcbes. Para a solucdo destas
dificuldades Tlavrou-se a presente obra com definicbes, exemplos
ilustrados, exercicios e teoremas demonstrados, que servira de
material de consulta tanto para os professores como para os alunos e
podera contribuir para a resolucdo do problema diagnosticado.

Palavras-chave: A Matematica no contexto cultural, Estudo de funcoées.

ABSTRACT

The present study aimed to analyze the level of knowledge of the first
year students of the Bié Pedagogical Higher Education Mathematics
course, regarding the study of real functions of real variables.
Therefore, the bibliographic research was carried out to analyze the
Tevel of basic knowledge about real functions, as well as the skills
and difficulties of solving the problems proposed. From this research,
abstracts and references of some authors indicated in the bibliography
were extracted. The author of this project found in his professional
practice a great weakness on the part of the students of the school 1in

IMestreem Matematica para Professores, com a categoria docente de
AssistenteEstagiario. Escola Superior Pedagdgica do Bié na Republica de Angola.
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reference as far as the study of functions. In order to solve these
difficulties, the present work was drawn up with definitions,
illustrated examples, exercises and theorems demonstrated, which will
serve as a reference material for both teachers and students and may
contribute to the resolution of the problem diagnosed.

Keywords: Mathematics in the cultural context, Study of functions.
INTRODUCAO

O estudo do processo de ensino-aprendizagem da matematica é
umaspetomuitointeressante para a Pedagogia, Didatica e suasciéncias
relacionadas, tendoemconta que na atualidade a educacaodeve mudar e
gerardesenvolvimento mediante a instrucdo na sala de aula e ndao se
deve considerar umprocesso a margem da sociedade. Uma das
tendénciasgeraismais difundidas hoje consiste na transmissao dos
processos de pensamentoproéprios da Matematica. A Matematica é
sobretudo saber fazer, é umaciénciaem que a escolha informada de um
método de ensino é fundamental para garantir a transmissdo eficaz dos
conteudos cientificos. Por isso se concede uma grande
importanciaaoestudo das questdoes, em boa parte coincidentes com a
psicologia cognitiva, que se referemaosprocessosmentais de resolucdo
de problemas. Muitos dos problemas de aprendizagem existentes entre os
estudantessaohoje explicados pela ausénciaou uso inadequado de métodos
de estudo e pela inexisténcia de habitos de trabalho que favorecam a
aprendizagem. Alemdisso, muitosalunosmanifestamatitudes negativas
faceaoestudo, uma enorme desmotivacdo para as atividades escolares,
dedicando-Thesmuitopouco tempo(vazquez, Jara, Riofrio, & Teruel,
2018). Um dos problemas enfrentados pelo sistema de ensino Angolano,
refere-se aobaixodesempenho dos alunos do ensino fundamental
(secundario) em Matematica. O conhecimento matematico distingue-se de
todos 0s outros saberes pelo seucaracter 16gico. As suasdefinicdessao
claras e existemnum mundo coeso e que nemsempre é tangivel. Mas os
conceitos matematicos estdaointimamente relacionados com a vivéncia e
a percecao das coisas. Para saber matematica é indispensavelconhecer
as suasdefinicdoes e resultados e saber utiliza-las adequadamente. Ao
Tongo do estudo, cada vez sdonecessariosmaisdefinicdes e resultados
que sdoprovados utilizando outros resultados jaconhecidos. Por isso,
ndo saber a tabuada dificulta ouimpossibilita o calculo das
operacdescom numeros 1inteiros e depoisprejudicara a resolucdao de
equacoes e mais tarde o estudo de funcoes. O objetivo destetrabalhonao
consiste apenas emproporumareflexaodidatica sobre os problemas de
Ensino-Aprendizagem da Matematica, mas também desenvolver o tema
matematico do Estudo de Funcdesnumaperspetivaconstrutivista da
Matematica, respeitando o seu caracter 16égico-dedutivo(Ricardo,
Coloma, Maldonado, & Hurtado, 2018).

Com base na presente investigacao surge a seguintequestdo cientifica

O que esta na base da poucapercecao das diferentes formas da equacao
do II grau?
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DESENVOLVIMENTO
FUNCOES QUADRATICAS

Definicao
Chama-se funcaoquadratica a umafuncao real de variavel realf:R- R
definida por f(x)=ax?+bx+c, com a,b, c ER

Proposicao

Toda a funcdo quadratica f(x) = ax?+bx+c pode ser definida pela
expressao algébrica

4ac — b?
4q?

FOO = al(x + 30 + ]

Demonstracao

4ac—b?

Queremos mostrar que ax?+bx+c= aKx-+§§V—+ 4a2]

ax®+bx+c=

x4 2%t
=allx —X -
a a

_ 2, 2b b2 _ b2, C
=afx +2ox+ (Za) (2a) + -]

c.q.d
Formula resolvente

Uma aplicacdo particular desta Proposicdo € a determinacdo das raizes
da funcao quadratica, ou seja, dos seus zeros. Assim:

2 _ b2 4ac—b%
ax‘+bx+c=0=(x+ ) +———=0 @n
by _ b*-4ac
S+ = (2)
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2_
ox+-= £ (3
2a 2a
— 2_
sy = pEVbTmdac (4)

Em primeiro lugar a forma canodnica ilustrada na Proposicao anterior
conduz imediatamente a formula que da as raizes da equacao ax?+bx+c=
0.Com efeito, sendo a # 0, temos as seguintes equivaléncias

A passagem da Tinha (2) para a linha (3) s6 tem sentido quando o
descriminante

A= b? — 4ac
éA> 0.

Caso tenhamos A< 0a equivaléncia entre as linhas (1) e (2) significa
que a equacao dada nao possui solucdao real, pois o quadrado de «x+

(ﬁgnéo pode ser negativo.

O método de completar o quadrado tem aplicacdes noutras questoes
matematicas. Independente disto, €& instrutivo fazer os alunos
praticarem seu uso em exercicios concretos, para resolverem a equacao
do segundo grau sem aplicar diretamente a férmula (4). Da formula (4)
resulta imediatamente que, se o descriminante A= b? —4ac é positivo, a
equacao

) o ax’+bx+c=0
Tem duas raizes distintas

—b — A
X = (———
)
E
_ —b++A
=20
. , b . , b2-A 4ac c
com x<f, cuja soma é s=—- e cujo produto é p=-—= ==~

. ;g = « . s . - , b . -
Em particular, a média aritmética das raizes é —5.» OU seja, as raizes

xef sdao equidistantes do ponto —f%.
Quando A=0, a equacao dada possu1 uma Unica raiz, chama-se raiz dupla,

b
igual a — o0 Ou seja xl"XZ"_EZ

Caso a>0 a forma candnica
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4ac — b?
4q?

f(X)Zax2+bx+C=a[(x+%)2+ ]

exibe, no interior dos colchetes, uma soma duas parcelas. A primeira

depende de xe é sempre >0. A segunda é constante. O menor valor desta
soma é atingido quando

+b 2>0
(x 2a)_

Entao
+b 2+4ac—b2 - 4ac — b?
al(x Za) 4q? I= a( 4q? )
O valor minimo é atingido se
b
+-—)?2=0
(x+5)

. b
Ou seja, quando X =——

Neste ponto, f(x) também assume seu valor minimo. Portanto, quando a >
0, € o valor minimo assumido por

f(x) =ax?+bx+c é

4q2 4a2  4q?

4ac — b? B 4a%c — ab? B 4a%c ab?
@ 4q? N

f(-5)=c-@

2a

_4ac—b2_ A

4a _E

b , . , .
caso a<0, O va1orf(—5;) é o maior dos numeros f(x)Vx €R, ou seja o

valor maximo de f(x)=ax?+bx+c

Quando a>0,f(x) =ax?*+bx+c nao assume valor maximo: é uma funcao
ilimitada superiormente. Analogamente, quando a<0, f(x) ndao assume
valor minimo: é ilimitada inferiormente(Hernandez et al., 2019).

A funcdo quadratica nao é injetiva. Para que valores de x; # x, se obtém

fx) = fx2)
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s b . +
Resposta: Para valores x;,x, equidistantes de —55 @ OU seja, %5x2=
b

2a’
Graficamente x::._§% é o eixo de simetria do grafico de f(x)=ax?+ bx+

c.

x:=-—§%é abcissa do ponto onde f(x) atinge um extremo:

Definicao
0 grafico de uma funcdao quadratica chama-se parabola.
Teorema: O grafico de uma funcao quadratica é uma parabola.

Demostracao

1°) 0 grafico de f(x) = x? é uma parabola com foco F = (0, i) e diretriz

1
y=-z3-

Ccom efeito, a distancia de um ponto qualquer (x,x?) do grafico de f(x) =
x? ao ponto F==(Q%) é igual a;

1
x2 + (x% — Z)Z

. . N 1, 1
A distancia do mesmo ponto (x,x?) a recta y= — éx”+ . Como se trata

de numeros positivos para verificarmos a igualdade entre estas duas
distancias, basta ver que seus quadrados sao iguais. E de facto tem-
se:

x2+(x2—i)2 = (x2+%)2, vx €R, como se verifica facilmente:

x> 1 x2 1
2 e Y S
xX“ +x 2+16 x+2+16
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2x% —x?  x?
2
x* x
2

2° Se a+#0, o grafico da funcdo quadratica f(x) =ax? é a parabola com
foco F=(O,i) e cuja diretriz é a recta horizontal y:_i'

A fim de se convencer deste fato, basta verificar que, vx €R, vale a
igualdade

2 2 _ 12 _ 24 152
x* + (ax 4a) = (ax +4a) ,

2ax? 1 2ax? 1
2 2.4 _ 2.4
e e T ear ~ Y T4 T 1o
5 2ax?> 2ax?
x4 — =
4a 4q
4ax? — 2ax? 3 2ax?
4a " 4q
2ax? B 2ax?
4a  4a
x2 B x?
2 2

onde o primeiro membro é o quadrado da distancia do ponto genérico P =
(x,ax?) do grafico de f(x) =ax? ao foco F = (O,ﬁ) e o0 segundo membro é o

quadrado da distancia do mesmo ponto P a reta yz—ﬁ.

F=(0 1
_('4a)

o
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Se a>0, a parabola y =ax? tem sua concavidade voltada para cima.
Se a<0, a parabola y =ax? tem sua concavidade voltada para baixo.

3° Para todo a#0 e todo meR, o grafico da funcao quadratica f(x)=
a(x —m)? é uma parabola cujo foco é o ponto F=(m,i) e cuja diretriz é

a reta horizontal y=—ﬁ.

y=-1i4a

Para se chegar a esta conclusao, tem-se duas opcdes. Ou se verifica
que, para todo x e R, vale a igualdade

1 1
(c=m)? + [a(x —m)? — I = [a(x —m)* + I

4a
2a(x — m)2 1 2a(x — m)2 1
— m)2 — m)212 — _ 212
(x —m)* + [a(x — m)~] i + T2 [a(x —m)“]° + i + T6a?
(r—m)? — 2a(x — m)2 _ 2a(x — m)2
4a 4a

2a(x — m)2 B 2a(x — m)2
4a a 4a

(x-=m)?*  (x —m)?
2a B 2a

Ou entdo observa-se simplesmente que o grafico de f(x) = a(x —m)? resulta
do grafico de g(x) = ax? pela translacdo horizontal (x,y) » (x +m,y),a qual
leva o eixo x=0 no eixo x =m.
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4° pados a,mk €R, com a+# 0, o grafico da funcdao quadratica f(x)=a(x -
m)?2+k é a pardbola cujo foco é o ponto F'=("Lk'FiQ e cuja diretriz é
1

a reta horizontal y=k——.

1
F=(mk +-Z;;)

A afirmacdao acima resulta imediatamente do exemplo anterior, levando
em conta que o grafico da funcdo quadratica f(x) =a(x—m)?+k é obtido
do grafico de g(x) =a(x—m)? por meio da translacdao vertical (x,y)—
(x,y+k), que leva o eixo OX na reta y=k e a reta y::—jina reta y=

k ——.

4a
Mais geralmente, para qualquer f(x)=ax*+bx+c
Vimos na proposicdo que f(x)=a(x—m)?>+k, com

b 4ac-b?
m=——e k=
2a 4a

O que corresponde graficamente a uma translacdao horizontal
apor mseguida de uma translacao vertical por k.

Logo, toda a funcdo quadratica é representada graficamente por uma
parabola. C.qg.d

Reciprocamente, usemos o préoximo exemplo para mostrar que dada uma
parabola, identificar a funcao quadratica representada.

Exercicio 1: Encontrar a funcdao quadratica cujo grafico € dado na
figura abaixo.
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v 7h
(5,13)
(=3
6 ———————
' (3,5)
1
* '
1
o 1
1
1
2 1
1
1
1 1
1
[°) ! -
1 o 1 =2 S “ x

Solucao:
fx) =a(x—m)*+k
Da representacdo grafica temos:
Translacdao horizontal por m=3e Translacdao vertical por k=5
f(xX)=a(x—3)%2+5
f3) =5 f6)=a(5-3)%+5

f5)=13 13=a(5—-3)%+5

Entao a=2

Logo a funcdo quadratica é f(x) =2(x—3)2+5
c.q.d

Exercicio 2: Identificar os sinais de a,becnos graficos de funcodes
quadraticas f(x) =ax?+ bx + ¢ dados abaixo:

\ ¥ f
!
\ i

\ /

\
\

G O S
Solucao: / \

O sinal de a é obtido em funcdao do sentido da parabola;
O sinal de b ¢é obtido em funcado da posicao do eixo de simetriaxz—zia

vy Y
i
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A imagem c € obtida calculando f(0), ou seja, € o ponto de intersecdo
com o eixo dos y.

Na figura 1 temos: a>0, b>0ec<0;
Na figura 2 temos: a<0, b<Oec>0;

Na figura 3 temos:a>0,b<0ec>0.

Exercicio 3. Escrever cada uma das funcbes quadraticas abaixo na forma
f(x) =a(x—-m)*>+k. A sequir, calcule suas raizes (se existirem), o eixo
de simetria de seu grafico e seu valor minimo ou maximo.

a) f(x) =x%—8x+23

b) f(x) = 8x — 2x?

Solucao a)
b 4ac — b?
m=-- e sz
m=4 e k=7

Substituindo em f(x) =a(x —m)?+k, vem
fX)=(@x—-—4)?2*+7 c.q.d
Raizes

a) f(x) =x?>—-8x+23
a=1b=—-8ec=23

A= b? — 4ac
A= (—8)% — 4.1.23
A= —28

Logo a funcdo nao tem raizes reais. O seu valor minimo é

A 28
f(x)——a—a— 7
Eixo de simetria:
__b_8_,
YT T2
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b) f(x) =8x — 2x?
m=2 e k=8

Substituindo em f(x) =a(x —m)?+k, vem:

fx) =-2(x—-2)>+8 c.q.d
Raizes

b) f(x)=8x—2x?

2x(4—x)=0
2x =0

x1=0

Eixo de simetria:

valor minimo:

A —64

fO=-m~1"°8

Exemplo: Calcular as raizes da equacdo dada porx?+5x+6=0

Solucao:
a=1,b=—-5ec=6
A= b? — 4ac
A= (=5)2 — 4.1.6
A= 25— 24
A=1

A>0. Logo a equacdao tem raizes distintas. Ou seja x; # x,.

—b+VA 5+V1 5%1
2a 21 2

X12 =
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1=5 =373
X1 = 3
5-1
=TTl
x2: 2
Logo x; = x,. Ou seja 3 = 2.
Representacdo Grafica:
vd
3
J
u -—
i s 3 -T2 1 o 1 2y
conclusao
0] processo de ensino aprendizagem constitui a

viamediatizadoraessencial para a apropriacao de conhecimentos,
habilidades, habitos e normas, comportamentos e valores Tigados pela
humanidade, que se expressam no conteudo de ensino, emestreito vinculo
com o resto das atividades docentes e extra docentes que realizam os
estudantes (zilberstein, 1999). Neste contexto e depois de umainegavel
e inesgotavelinvestigacdo sobre questdes pertinentes e tendoemconta os
objstivos preconizados, conclui-se o seguinte:

Apresentam-se dificuldades por parte dos alunosemtrabalharcomfuncoes;

Analisamos e verificamos os erros e dificuldades que os
alunosenfrentamao resolver problemas sobre o estudo de funcoes;

Propusemosexerciciosresolvidosnasmais diferentes formas de
umaequacdoquadrarica, e que tais formas possam elevar a capacidade de
sintese e de técnicas de resolucao.
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